PRIMER PARCIAL DE ALGEBRA (29/10/2019)

1. Sean
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(a) (0.75 puntos) Demostrar que {i, tis, ify} es linealmente independiente,

(b) (0.75 puntos) Hallar a para que @ sea combinacién lineal de los vectores i, @a, iy ¥
eseribir dicha combinacién lineal.

(¢) (1 punto) Sabiendo que By = {ii, iy, 13} y By = {#;. 7, #3} son bases del mismo sube-
spacio vectorial, obtener las coordenadas del veetor 7 respecto de la base B; sabiendo que
9

sus coordenadas con respecto a la base B; son | —1 |. Hallar el vector 7.
1

Sol:

(a) Alreducir la matriz que los tiene en fila obtenemos matrices del mismo rango
1 11 1 ~ 1 1 1 1 ~ 1 11 1
112 2]EaDfo 0o 1 1) Es [0 1 0 0
2 1 2 1/Ea(=2)\0 -1 0 -1/E2(-D\o 0 1 1

Esta Ultima tiene rango tres pues estd encabezada por una matriz triangular superior de orden tresy
de dte. No nulo

(b) Reducimos la matriz que los tiene en columna

1 1 2 1 ~ 1 1 2 1 1 1 2 1 ~ 1 0 2
111 3\BaDfo 0 -1 2 ) ~fo1 0 1 \p pf01 0
1 22 2|Eaa-D{o 1 0o 1 |JEslo o -1 2 12 00 -1
Eqp(—1)
1 21 a/Ea(-D\0 1 -1 a-1 01 -1 1) 00 -1
~ 1 0 O 4
Ezs2) [0 1 0 1
Exz(-D\0o 0 1 -2
E3(-1) \0 0 0 a—4
Con esta reduccion deducimos que a = 4 y que U = 4il; + U, — 21
2 ;
(c) 55=(—1> =2U; — Uy + Uz = 5 . Ahora lo pasamos de base candnica a la base 2
1/p, 1 b
1 0 0 3 1 0 0 3 ~
1 1 1 2 ~ 01 1 -1 —
010 2/Eat-D{o 1 0 2 ?Zg_g
42
0 2 1 1 0 2 1 1
1 0 O 3 - 1 0 0 3
01 1 -1|g ([0 1 0 2
00 -1 3 [g 30 01 -3
0O 0 -1 3 0 0 0 O

Porloquef=<2> = 3v; + 27, — 37,
B,

| N~ O
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2. Seconsideran los subespa luwil'}:.‘l-f,lllnw]u'l S:=-L (I[._’.“.”‘. 1.—-1.1,0).(3,0.2,0),(2.1.1.0) })
v 1 { ry. sty +y=0r—z=W0r+1t “‘f
| ]i[aft
(a) (0.75 |D||Il(()h1 ”.n{l,q; hases de S v [
(b} (0.75 puntos) Hallar nunas ecuaciones implicitas de S+ 7.
(0.75 puntos) Hallar las dimensiones de S+ Ty S
() (0.25 puntos) Razonar =i S + T es una suma directa
(a) Empezamos reduciendo el sg que nos dan de S
1 2 00 ~ 1 2 00
1—110521(—1)0—310~(1 2 0 0y
3 0 2 0)Ea(=3lo -6 2 0/ -3 1 0
2 1 1 0/Ea(=2)\0 -3 1 0
1 0
Con lo cual, una base de Ses B(S) = (2) , _13 Para T reducimos la matriz de coeficientes del
0 0

sistema que lo define

11 0 0 ~ /1 1 0 10 -1 0y ~ /10 -1 0
<1 0 -1 0>E21(_1)(0 -1 —1 o) Elz(l) (o 1 1 0>E (1) (0 11 0)
10 0 1/Ex(-D\o -1 1E32(1)0£)1132 00 1 1

1 00
(513(1)>(0 10 —1)
Exx(-1)/\o 0 1 1

X =—q«a -1
. - y==a _ 1
Por lo que las ecuaciones paramétricas de T son 7= —aV B(T) = _1
t=a 1
; _03 _11 2 -3 1
(b) S+T=L ol'l 1 '\ 21 Y comoelmenor{ 0 1 —1 ]deorden tresy triangular superior
0 0 1 0 O 1

de valor 2 no nulo quiere decir que los tres vectores del sistema de generadores son l. i. y por lo tanto
base de S+T y su dimensidn es tres. Sus ecuaciones paramétricas son

xX=a—vy

y=2a—-30+y
z=p~-y
t=y

Y las implicitasson 2x —y —3z =0
© 3=dim(s+T)=2+1-dim(SNT), por lo que dim(SNT)=0
(d Si es suma directa pues su interseccion es el vector cero
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3. Sea la aplicacion lineal f : RY — R, definida por
f(1,0.0,1)=(2.—-1.-3,-1), f(0,1.1,0)=(1.2.1,2)
fO,—=1,1.0)=(1,0.—=1,0), £(0,0,1,1) =(2,0,-=2,0).

a) (1 |)|Ill|,()h‘l H;l”;u IH 1||nHi/ de l;u ;||)lil';u"n'-“ I'esped tO a l;I '.v;lw- ( ;\“".“iu-;i

(b) (0.75 punto) Hallar las dimensiones de los stbespacios nicleo e imagen de f

(¢) (0.75 puntos) Razonar si f es monoworfismo, epimorfismo o isomorfismo.

0 0 N\ /0 0 0 1
1 -1 {1\ [0\ )]0 o\ [ -1
(a) oo oY)t @l Pl
0 0 1/ \1 1 1 -1

[N

o
[ S )

0 0
0 0
1 1
0 0

0 0

_ o

1

0

e aqui deducimos que la matrlz del endomorflsmo refer|da a la base candnica es

cooRrROoOR OO
R ocoRr
~ooo

1 01 1
0 1 1 -1
M(f,B5) = 11 0 =2
0 1 1 -1

(b) Reducimos la matriz de la aplicacidn para calcular su rango, entonces.

1011 101 1

c 11 -1\ ~ [0 1 1 =1
M(f,B5) = 110—2 Ess(Dlo 1 1 -1
0 1 1 -1 01 1 -1

Esto quiere decir que su rango vale dos, por lo tanto Rg(A) = 2 = dim(Im(f)). Ahora, aplicando la
férmula de las dimensiones dim(Im(f)) + dim(Ker(f)) = 4, deducimos que dim(Ker(f)) = 2

© Esuna simple aplicacion lineal, ni inyectiva (dim(Ker(f)) # 0)ni sobreyectiva (dim(lm(f)) * 4).

| O O
4. |(a 1 |)lllll()\ Calcalar los antovalores A asociados a la matriz A = ) 3 2 V SUs
)

0 =4
wnltiplicidades algebraicas mi(A)

(b} {0.75 puntos) Caleular una base de cada subespacio de autovectores ker( A — AL,

(¢} {0.75 puntos) A la vista de lo anterior, deducir si A es dingonizable o no. Si lo fuera, da
la matriz diagonal A semejante a la matriz A v Is matriz de paso P tal que A=PAP™!

(@) El polinomio caracteristico asociado es

Ps()=-A-1D*A+1)
. Con dos raices A = —1, 1 de multiplicidades uno y dos, respectivamente.
(b) Calculemos las bases de diagonalizacién
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X
3 3z=0
A=—-1,Ker(A+1) = (= {(y):{x +2y3i|-+z :ZO }
z

Entonces una base de este subespacio —recta sera:

3
B(Ker(A+1) = {( 1 )}
-2
X\ /0 6 6 X 0 X
A=1,Ker(A-1) = {(y) <O 2 2 ><y> = (0)} = {(y) {y+z= 0} Entonces una base de
z/7\0 —4 -4/ \z 0 z

este subespacio —plano sera:

B(Ker(A—1) = {WL = <§),v‘v’2 = <_(1)1)}

La base de autovectores es, entonces

3 1 0
-2 0 -1
La matriz es diagonalizable por ser simples ambos autovalores

© Las ecuaciones del endomorfismo referidas a dicha base son

V1 -1 0 0]/%1
<3’2 =10 1 O xz)
Y3 Baiag 0 0 11\x3
3 1 0
LamatrizdepasoesP=|1 0 1

-2 0 -1

Bdiag



